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6.। भूमिका 


अध्याय 5 में, आप पढ़ चुके हैं कि एक रेखा को खींचने के लिए न्यूनतम दो बिंदुओं की 
आवश्यकता होती है। आपने कुछ अभिगृहीतों (2४००५) का भी अध्ययन किया है और 
उनकी सहायता से कुछ अन्य कथनों को सिद्ध किया है। इस अध्याय में, आप कोणों के उन 
गुणों का अध्ययन करेंगे जब दो रेखाएँ परस्पर प्रतिच्छेद करती हैं और कोणों के उन गुणों 
का भी अध्ययन करेंगे जब एक रेखा दो या अधिक समांतर रेखाओं को भिन्न-भिन्न बिंदुओं 
पर काटती है। साथ ही , आप इन गुणों का निगमनिक तर्कण (deductive reasonin) जरा 
कुछ कथनों को सिद्ध करने में भी प्रयोग करेंगे (देखिए परिशिष्ट ।)। आप पिछली कक्षाओं 
में इन कथनों की कुछ क्रियाकलापों द्वारा जाँच (पुष्टि) कर चुके हैं। 

आप अपने दैनिक जीवन में समतल पृष्ठों के किनारों (०५६९४) के बीच बने अनेक प्रकार 
के कोण देखते हैं। समतल पृष्ठं का प्रयोग करके, एक ही प्रकार के मॉडल बनाने के लिए, 
आपको कोणों के बारे में विस्तृत जानकारी की आवश्यकता होती है। उदाहरणार्थ, आप अपने 
विद्यालय की प्रदर्शिनी के लिए बाँसों का प्रयोग करके एक झोपड़ी का मॉडल बनाना चाहते 
हैं। सोचिए, आप इसे कैसे बनाएँगे। कुछ बाँसों को आप परस्पर समांतर रखेंगे और कुछ को 
तिरछा रखेंगे। जब एक आर्किटेक्ट (०7८०८) एक बहुतलीय भवन के लिए एक रेखाचित्र 
खींचता है, तो उसे विभिन्न कोणों पर प्रतिच्छेदी और समांतर रेखाएँ खींचनी पड़ती हैं। क्या 
आप सोचते हैं कि वह रेखाओं और कोणों के ज्ञान के बिना इस भवन की रूपरेखा खींच 
सकता है? 


विज्ञान में, आप प्रकाश के गुणों का किरण आरेख (7३५ १३९/३७५) खींच कर अध्ययन 
करते हैं। उदाहरणार्थ, प्रकाश के अपवर्तन (7९११८४००) गुण का अध्ययन करने के लिए, जब 
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प्रकाश की किरणें एक माध्यम (०९०७) से दूसरे माध्यम में प्रवेश करती हैं, आप प्रतिच्छेदी 
रेखाओं और समांतर रेखाओं के गुणों का प्रयोग करते हैं। जब एक पिंड पर दो या अधिक 
बल कार्य कर रहे हों, तो आप इन बलों का उस पिंड पर परिणामी बल ज्ञात करने के लिए, 
एक ऐसा आरेख खींचते हैं जिसमें बलों को दिष्ट रेखाखंडों (directed line segment5) द्वारा 
निरूपित किया जाता है। उस समय, आपको उन कोणों के बीच संबंध जानने की आवश्यकता 
होगी जिनकी किरणें (अथवा रेखाखंड) परस्पर समांतर या प्रतिच्छेदी होंगी। एक मीनार की 
ऊँचाई ज्ञात करने अथवा किसी जहाज की एक प्रकाश पुंज (।।९॥ १०४७९) से दूरी ज्ञात करने 
के लिए, हमें क्षैतिज और दृष्टि रेखा (०९ ० ऽ!) के बीच बने कोण की जानकारी की 
आवश्यकता होगी। प्रचुर मात्रा में ऐसे उदाहरण दिए जा सकते हैं जहाँ रेखाओं और कोणों का 
प्रयोग किया जाता है। ज्यामिति के आने वाले अध्यायों में, आप रेखाओं और कोणों के इन गुणों 
का अन्य उपयोगी गुणों को निगमित (निकालने) करने में प्रयोग करेंगे। 

आइए पहले हम पिछली कक्षाओं में रेखाओं और कोणों से संबंधित पढ़े गए पदों और 
परिभाषाओं का पुनर्विलोकन करें। 


6.2 आधारभूत पद और परिभाषाएँ 


याद कीजिए कि एक रेखा का वह भाग जिसके दो अंत बिंदु हों एक रेखाखंड कहलाता है 
और रेखा का वह भाग जिसका एक अंत बिंदु हो एक किरण कहलाता है। ध्यान दीजिए 
कि रेखाखंड «8 को 43 से व्यक्त किया जाता है और उसकी लंबाई को A से व्यक्त किया 
जाता है। किरण AB को 45 से और रेखा AB को 45 से व्यक्त किया जाता है। परन्तु हम इन 
संकेतनों का प्रयोग नहीं करेंगे तथा रेखा 48, किरण 43, रेखाखंड 48 और उसकी लंबाई 
को एक ही संकेत AB से व्यक्त करेंगे। इनका अर्थ संदर्भ से स्पष्ट हो जाएगा। कभी-कभी 
छोटे अक्षर जैसे ।, #, # इत्यादि का प्रयोग रेखाओं को व्यक्त करने में किया जाएगा। 

यदि तीन या अधिक बिंदु एक ही रेखा पर स्थित हों, तो वे सरेख बिंदु (collinear 
P०nऽ) कहलाते हैं, अन्यथा वे असरेख बिंदु (n०॥-८०॥॥in९ar ॥०।॥ऽ) कहलाते हैं। 

याद कीजिए कि जब दो किरणें एक ही अंत बिंदु से प्रारम्भ होती हैं, तो एक कोण 
(३॥६।९) बनता है। कोण को बनाने वाली दोनों किरणें कोण की भुजाएँ (३/७५ या ५१९5) 
कहलाती हैं और वह उभयनिष्ठ अंत बिंदु कोण का शीर्ष (४९४९४) कहलाता है। आप 
पिछली कक्षाओं में, विभिन्न प्रकार के कोणों जैसे न्यून कोण (2८७९ ०१६९), समकोण 
(right angle), अधिक कोण (०७०७९ 2१९।९), ऋजु कोण (ऽपी ०१६।०) और प्रतिवती कोण 
(९९ ६९) के बारे में पढ़ चुके हैं (देखिए आकृति 6.।)। 
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(0) न्यून कोण : 0° <+ < 90° (४) समकोण : + = 90° (४) अधिक कोण: 90° < 2 < ।80° 


Ry 


+-- EN | 


(५) ऋजु कोण : ऽ = ।80° (४) प्रतिवती कोण : ।80° < # < 360° 
आकृति 6.। : कोणों के प्रकार 


एक न्यून कोण का माप 0° और 90° के बीच होता है, जबकि एक समकोण का माप 
ठीक 90° होता है। 90° से अधिक परन्तु 80° से कम माप वाला कोण अधिक कोण 
कहलाता है। साथ ही, याद कीजिए कि एक ऋजु कोण ।80° के बराबर होता है। बह कोण 
जो ।80° से अधिक, परन्तु 360° से कम माप का होता है एक प्रतिवर्ती कोण कहलाता 
है। इसके अतिरिक्त, यदि दो कोणों का योग एक समकोण के बराबर हो, तो ऐसे कोण पूरक 
कोण (complementary an¢९५) कहलाते हैं और वे दो कोण, जिनका योग ।80° हो, 
संपूरक कोण (supplementary angles) कहलाते हैं। 


आप पिछली कक्षाओं मे आसन्न कोणो 
(adjacent angles) के बारे में भी पढ़ चुके हँ A 
(देखिए आकृति 6.2)। दो कोण आसन्न कोण D 
(adjacent an¢।९७) कहलाते हैं, यदि उनमें एक 
उभयनिष्ठ शीर्ष हो, एक उभयनिष्ठ भुजा हो और 
उनकी वे भुजाएँ जो उभयनिष्ठ नहीं हैं, उभयनिष्ठ 
भुजा के विपरीत ओर स्थित हों। आकृति 6.2 में, B CG 
८ ABD और ८ DBC आसन्न कोण हैं। किरण BD 


इनकी उभयनिष्ठ भुजा है और 8 इनका उभयनिष्ठ आकृति 6.2 : आसन कोण 
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शीर्ष है। किरण 84 और किरण छ८ वे भुजाएँ हैं जो उभयनिष्ठ नहीं हैं। इसके अतिरिक्त, 
जब दो कोण आसन्न कोण होते हैं, तो उनका योग उस कोण के बराबर होता है जो इनकी 
उन भुजाओं से बनता है, जो उभयनिष्ठ नहीं हैं। अतः हम लिख सकते हैं कि 


/ ABC= Z ABD + Z DBC है। 


ध्यान दीजिए कि ८ ७8० और / ७8) आसन्न 
कोण नहीं हैं। क्यों? इसका कारण यह है कि 
अउभयनिष्ठ भुजाएँ (अर्थात्‌ वे भुजाएँ जो उभयनिष्ठ 
नहीं हैं) छा) और 80 उभयनिष्ठ भुजा 88 के एक 
ही ओर स्थित है। 


यदि आकृति 6.2 में, अउभयनिष्ठ भुजाएँ ^ 
और 8८ एक रेखा बनाएँ, तो यह आकृति 6.3 जैसा 
लगेगा। इस स्थिति में, ८ 48D और ८ 980 कोणों 
का एक रैखिक युग्म (linear pair of angles) 
बनाते हैं। 


आप शीर्षाभिमुख कोणों (vertically opposite 
4०६९४) को भी याद कर सकते हैं, जो दो रेखाओं, 
मान लीजिए, 48 और ८D को परस्पर बिंदु 0 पर 
प्रतिच्छेद करने पर बनते हैं (देखिए आकृति 6.4)। 
यहाँ शीर्षाभिमुख कोणों के दो युग्म हैं। इनमें से एक 
युग्म 2 0D और ८ 800 का है। क्या आप दूसरा 
युग्म ज्ञात कर सकते हैं? 


6.3 प्रतिच्छेदी रेखाएँ और अप्रतिच्छेदी रेखाएं 


A B ( 


आकृति 6.3 : कोणों का रैखिक युग्म 





आकृति 6.4 : शीर्षाभिमुख कोण 


एक कागज पर दो भिन्न रेखाएँ 70 और 7२५ खींचिए। आप देखेंगे कि आप इन रेखाओं को दो 
प्रकार से खींच सकते हैं, जैसा कि आकृति 6.5 6) और आकृति 6.5 () में दर्शाया गया है। 
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DI फ्ज्ले 


$ 
0) प्रतिच्छेदी रेखाएँ (9) अप्रतिच्छेदी (समांतर) रेखाएँ 
आकृति 6.5 : दो रेखाएँ खींचने के विभिन्‍न प्रकार 


रेखा की इस अवधारणा को भी याद कीजिए कि वह दोनों दिशाओं में अनिश्चित रूप 
से विस्तृत होती है। रेखाएँ 70 और ९5 आकृति 6.5 0) में प्रतिच्छेदी रेखाएँ हैं और 
आकृति 6.5 (9) में ये समांतर रेखाएँ हैं। ध्यान दीजिए कि इन दोनों समांतर रेखाओं के विभिन्न 
बिंदुओं पर उनके उभयनिष्ठ लम्बों की लंबाइयाँ समान रहेंगी। यह समान लंबाई दोनों समातर 
रेखाओं के बीच की दूरी कहलाती है। 


6.4 कोणों के युग्म 


अनुच्छेद 6.2 में, आप कोणों के कुछ युग्मों जेसे 

पूरक कोण, संपूरक कोण, आसन्न कोण, कोणों का 
रैखिक युग्म, इत्यादि की परिभाषाओं के बारे में पढ़ 

चुके हैं। क्या आप इन कोणों में किसी संबंध के 

बारे में सोच सकते हैं? आइए अब उन कोणों में 

संबंध पर विचार करें जिन्हें कोई किरण किसी रेखा 

पर स्थित होकर बनाती है, जैसा कि आकृति 6.6 में ^ ० B 
दर्शाया गया है। रेखा को 48 और किरण को 0८ 
कहिए। बिंदु 0 पर बनने वाले कोण क्या हैं? ये 
/ AOC, 2 802 और ८ «09 हैं। 


आकृति 6.6 : कोणों का रैखिक युग्म 


क्या हम / 400 + ८ B0C = ८ A0B लिख सकते हैं? ( 
हाँ! (क्यों? अनुच्छेद 6.2 में दिए आसन्न कोणों को देखिए।) 
८ A0B का माप क्या है? यह ।80° है। (क्यों?) (2) 


क्या (।) ओर (2) से, आप कह सकते हैं कि / ७00 + / 800 = 80" है? हाँ! (क्यों?) 
उपरोक्त चर्चा के आधार पर, हम निम्न अभिगृहीत को लिख सकते हैं: 
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अभिगृहीत 6.। : यदि एक किरण एक रेखा पर खड़ी हो, तो इस प्रकार बने दोनों आसन्न 
कोणों का योग 80" होता है। 

याद कीजिए कि जब दो आसन्न कोणों का योग 80" हो, तो वे कोणों का एक रैखिक 
युग्म बनाते हैं। 

अभिगृहीत 6. में यह दिया है कि 'एक किरण एक रेखा पर खड़ी हो" इस दिए हुए से, 
हमने निष्कर्ष निकाला कि इस प्रकार बने दोनों आसन्न कोणों का योग ।80° होता है। क्या हम 
अभिगृहीत 6. को एक विपरीत प्रकार से लिख सकते हैं? अर्थात्‌ अभिगृहीत 6. के निष्कर्ष 
को दिया हुआ मानें और उसके दिए हुए को निष्कर्ष मानें। तब हमें यह प्राप्त होगा: 

(4) यदि दो आसन्न कोणों का योग ।80° है, तो एक किरण एक रेखा पर खड़ी होती 
है (अर्थात्‌ अउभयनिष्ठ भुजाएँ एक ही रेखा में हैं)। 

अब आप देखते हैं कि अभिगृहीत 6.] और कथन (^) एक दूसरे के विपरीत हैं। हम इनमें 
से प्रत्येक को दूसरे का विलोम (८०४९५९) कहते हैं। हम यह नहीं जानते कि कथन (५) 
सत्य है या नहीं। आइए इसकी जाँच करें। विभिन्न मापों के, आकृति 6.7 में दर्शाए अनुसार, 
आसन्न कोण खींचिए। प्रत्येक स्थिति में, अउभयनिष्ठ भुजाओं में से एक भुजा के अनुदिश 
एक पटरी 00०) रखिए। क्या दूसरी भुजा भी इस पटरी के अनुदिश स्थित है? 

















आकृति 6.7 : बिभिन्न मापों के आसन्न कोण 
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आप पाएँगे कि केवल आकृति 6.7 (7) में ही दोनों अउभयनिष्ठ भुजाएँ पटरी के अनुदिश 
हैं, अर्थात्‌ 4, 0 और 8 एक ही रेखा पर स्थित हैं और किरण 0८ इस रेखा पर खड़ी है। 
साथ ही, यह भी देखिए कि ८ 40 + / ०08 = ।25° + 55° = 80" है। इससे आप निष्कर्ष 
निकाल सकते हैं कि कथन (4) सत्य है। अतः, आप इसे एक अभिगृहीत के रूप में निम्न 
प्रकार लिख सकते हैं : 


अभिगृहीत 6.2 : यदि दो आसन्न कोणो का योग ।80° है, तो उनकी अउभयनिष्ठ भुजाएँ एक 
रेखा बनाती हैं। 


स्पष्ट कारणों से, उपरोक्त दोनों अभिगृहीतों को मिला कर रैखिक युग्म अभिगृहीत 
(Linear Pair Axiom) कहते हैं 


आइए अब उस स्थिति की जाँच करें जब दो रेखाएँ प्रतिच्छेद करती हैं। 


पिछली कक्षाओं से आपको याद होगा कि यदि दो रेखाएँ परस्पर प्रतिच्छेद करें, तो 
शीषीभिमुख कोण बराबर होते हैं। आइए अब इस परिणाम को सिद्ध करें। एक उपपत्ति 
(77००) में निहित अवयवों के लिए, परिशिष्ट | को देखिए और नीचे दी हुई उपपत्ति को 
पढ़ते समय इन्हें ध्यान में रखिए। 


प्रमेय 6.। : यदि दो रेखाएँ परस्पर प्रतिच्छेद करती हैं, तो शीर्षाभिमुख कोण बराबर होते हैं। 
उपपत्ति : उपरोक्त कथन में यह दिया है कि दो रेखाएँ 
D4 


परस्पर प्रतिच्छेद करती हैं। अतः मान लीजिए कि AB D 
और ८0 दो रेखाएँ हैं जो परस्पर बिंदु 0 पर प्रतिच्छेद Pe 
करती हैं, जैसा कि आकृति 6.8 में दर्शाया गया है। इससे C B 
हमें शीर्षाभिमुख कोणों के निम्न दो युग्म प्राप्त होते हैं: 
6) 2 AOC और Z BOD (ii) < AOD और Z BOC 
हमें सिद्ध करना है कि ८ ७00 = » B0D है और » ७07) = ८ 800 है। 


अब किरण 04 रेखा CD पर खड़ी है। 
अतः, / AOC + ८ AOD = I80° रेखिक युग्म अभिगृहीत) (!) 


आकृति 6.8 : शीर्षाभिमुख कोण 


क्या हम ८ ७07) + 2 8079 = ।80° लिख सकते हैं? हाँ। (क्यों?) (2) 
(]) और (2) से, हम लिख सकते हैं किः 

Z AOC+ Z AOD = Z AOD + Z BOD 
इससे निष्कर्ष निकलता है कि “ ४00 - / 80D (अनुच्छेद 5.2 का अभिगृहीत 3 देखिए) 
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इसी प्रकार, सिद्ध किया जा सकता है कि /A0D = 280८ है। 

आइए अब रैखिक युग्म अभिगृहीत और प्रमेय 6] पर आधारित कुछ उदाहरण हल करें। 
उदाहरण 4 : आकृति 6.9 में, रेखाएँ 70 और 5 परस्पर 

बिंदु 0 पर प्रतिच्छेद करती हैं। यदि / POR: / ROQ 

-5:7 है, तो सभी कोण ज्ञात कीजिए। he कं 


हल: ८ POR +2 ROQ = 80" प 
(रैखिक युग्म के कोण) 2 


परन्तु, / POR: / ROQ = 5:7 (दिया है) Q 
5 
अतः, £ POR = 37 x I80° = 75° हाकलले 
7 
इसी प्रकार, £ ROQ = 37 2 I80° = I05° 
अब 2 POS = ZRORQ = I05° (शीर्षाभिमुख कोण) 
और Z SOQ = ZPOR = 75° (शीर्षाभिमुख कोण) 


उदाहरण 2: आकृति 6.।0 में, किरण 05 रेखा 700 पर खड़ी है। किरण 0९ और OT 
क्रमशः ८ P05 और ८ 500 के समद्विभाजक हैं। यदि / P09 = » है, तो ८ R07 ज्ञात 
कीजिए। 


हल : किरण 05 रेखा 700 पर खड़ी हे। 





अतः, 2 POS + Z SOQ = I80 
परन्तु, ZPOS=x 

अतः, x+ SOQ = I80° आकृति 6.0 
इसलिए, 2 SOQ = I80° —x 


अब किरण 07२, ८ 05 को समद्विभाजित करती है। 


l 
इसलिए, ZROS = ठ Z POS 


Xx = 


र 
2 


> |> 
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l 
इसी प्रकार, Z SOT = 0 SOQ 


] 


3 * (80° - 3) 


= 90°-~ 
2 


अब, Z ROT = ~ ROS + Z SOT 


उदाहरण 3 : आकृति 6. में, 0९, 0९, 0९ और 05 
चार किरणें हैं। सिद्ध कीजिए कि / POQ + / QOR + 
2 SOR + 2 POS = 360° है। 

हल : आकृति 6. में, आपको किरणों 07 00, OR 
और 05 में से किसी एक को पीछे एक बिंदु तक 
बढ़ाए जाने की आवश्यकता है। आइए किरण 00 को 
एक बिंदु 7 तक पीछे बढ़ा दें ताकि 70९ एक रेखा आकृति 6.]7 
हो (देखिए आकृति 6.।2)। 

अब किरण 0० रेखा 70९ पर खड़ी है। 





अतः, ZTOP+Z POQ= I80° (6) 
(रैखिक युग्म अभिगृहीत) 
इसी प्रकार, किरण 05 रेखा 70९ पर खड़ी है। 





अतः, ८ TOS + SOQ = ।80° (2) 
परन्तु 2 SOQ = Z SOR + 2 007 है। आकृति 6.2 


अतः, (2) निम्न हो जाती है : 
ZTOS+ 2 SOR + Z QOR = I80° (3) 
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अब, (]) और (3) को जोड़ने पर, आपको प्राप्त होगा: 
Z TOP+Z 700 + Z TOS + Z SOR + < QOR = 360° (4) 
परन्तु 2 TOP + ८ TOS = / POS है। 
अतः, (4) निम्न हो जाती है : 
2700 + Z QOR + Z SOR + Z POS = 360° 


प्रश्नावली 6.। 


।. आकृति6.।3 में, रेखाएँ 8 और ८ बिंदु 0 पर प्रतिच्छेद ‘ आऋ 
करती हैं। यदि / ७00 + / BOE = 70° है और 
/ BOD =40° है, तो ८ 808 और प्रतिवती ८ ९0ह ज्ञात 
कोजिए। 





2. आकृति 6.4 में, रेखाएँ ५४ और \\ बिंदु 0 पर 
प्रतिच्छेद करती है। यदि ८ P0४ = 90° और 
०:७=2:3 है, तो ज्ञात कीजिए। 





आकृति 6.4 


3. आकृति 6.5 में, यदि / 707२ = / २0 है, तो सिद्ध P 
कीजिए कि / P05 = ८ PRT है। 


8 Q RT 


आकृति 6.5 
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4. आकृति 6.6 में, यदि ++) =+ ट है, तो सिद्ध कीजिए 
कि ^0B एक रेखा है। 





आकृति 6.।6 


5. आकृति 6.।7 में, 700 एक रेखा है। किरण 0 रेखा 
0 पर लम्ब है। किरणों 0? और 02 के बीच में 05 Ka 
एक अन्य किरण है। सिद्ध कीजिए: 


I 
Z ROS = 7 (८ QOS- Z POS) 


आकृति 6.7 


6. यह दिया है कि ८2४7 = 64° है और %४ को बिंदु ? तक बढ़ाया गया है। दी हुई सूचना से 
एक आकृति खींचिए। यदि किरण ४९, ८7४? को समद्विभाजित करती है, तो ८2४0 और 
प्रतिवर्ती ८ 0५० के मान ज्ञात कीजिए। 


6.5 समांतर रेखाएँ और तिर्यक रेखा 


आपको याद होगा कि वह रेखा जो दो या अधिक रेखाओं 
को भिन्न बिंदुओं पर प्रतिच्छेद करती है एक तिर्यक रेखा 
(transversal) कहलाती है (देखिए आकृति 6.8)। 
रेखा । रेखाओं # और # को क्रमशः बिंदुओं ९ और 0 पर 
प्रतिच्छेद करती है। अत: रेखा / रेखाओं # और # के लिए. 
एक तिर्यक रेखा है। देखिए कि प्रत्येक बिंदु 7 और 0 पर 
चार कोण बन रहे हैं। 





आइए इन कोणों को आकृति 6.8 में दर्शाए अनुसार 
८],८2,...,८8 से नामांकित करें। आकृति 6.8 
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/],22,८7 और 2 8 बाह्यः कोण (९४९४०7 ३॥६।९५) कहलाते हैं। ८3, ८4, ८ 5 और 
८ 6 अंतः कोण (inter।०7 १६९५) कहलाते हैं 


याद कीजिए कि पिछली कक्षाओं में, आपने कुछ कोणों के युग्मों का नामांकन किया था, 
जो एक तिर्यक रेखा द्वारा दो रेखाओं को प्रतिच्छेद करने से बनते हैं। ये युग्म निम्न हैं: 


(४) संगत कोण (Corresponding angles) : 
6) 2 | और ८5 (0) ८/2 और ८ 6 
(म) 24 और ८8 6९) 23 और ८7 
(0) एकांतर अंतः कोण (Alternate interior angles) : 
6) 2 4 और ८6 () ८/3 और 5 


(०) एकांतर बाह्यः कोण (Alternate exterior angles) : 


6) “2 | और ८7 (|) ८/2 और ८8 
(१) तिर्यक रेखा के एक ही ओर के अंतः कोणः 
6) 2 4 और 5 (9) ८3 और 2 6 


तिर्यक रेखा के एक ही ओर के अंतः कोणों को क्रमागत अंतः कोण 
(consecutive interior angles) या संबंधित कोण (allied an¢les) या सह-अंतः कोण 
(co-interior angles) भी कहा जाता है। साथ ही, अनेक बार हम एकांतर अंतः कोणों के 
लिए केवल शब्दों एकांतर कोणों का प्रयोग करते हैं। 

आइए अब इन कोणों में संबंध ज्ञात करें जब रेखाएँ 
# और 7 समांतर हैं। आप जानते हैं कि आपकी 
अभ्यास-पुस्तिका पर बनी सीधी लकीरें (०९d ।ines) 
परस्पर समांतर होती हैं। इसलिए, इन लकीरों के अनुदिश 
पटरी और पेंसिल की सहायता से दो समांतर रेखाएँ भी 
खींचिए, जैसा कि आकृति 6.।9 में दर्शाया गया है। 





आकृति 6.9 
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अब संगत कोणों के किसी भी युग्म को मापिए और उनके बीच में संबंध ज्ञात कीजिए। 
आप ज्ञात कर सकते हैं कि /।=८5,/2=८6,/८4=८8और८3= ८7 है। इससे 
आप निम्न अभिगृहीत को स्वीकृत कर सकते हैं: 
अभिगृहीत 6.3 : यदि एक तिर्यक रेखा दो समातर रेखाओं को प्रतिच्छेद करे, तो संगत कोणों 
का प्रत्येक युग्म बराबर होता है। 

अभिगृहीत 6.3 को संगत कोण अभिगृहीत भी कहा जाता है। आइए अब इस 
अभिगृहीत के विलोम (converse) की चर्चा करें, जो निम्न हैः 

“यदि एक तिर्यक रेखा दो रेखाओं को इस प्रकार प्रतिच्छेद करे कि संगत कोणों का एक 
युग्म बराबर हो, तो दोनों रेखाएँ समांतर होती हैं'। 

क्या यह कथन सत्य है? इसकी जाँच निम्न प्रकार की जा सकती है : एक रेखा 4D 
खींचिए और उस पर दो बिंदु 8 और ८ अंकित कीजए। 8 और € पर क्रमशः ८ 480 और 
८ BC कौ रचना कीजिए जो परस्पर बराबर हों, जैसा कि आकृति 6.20 () में दर्शाया गया 


है। 





ज 5 
HSS | S | र 
C D 
A B £ D P R 
() (ii) 
आकृति 6.20 


08 और ८ को AD के दूसरी ओर बढ़ाकर रेखाएँ 70 और 2 प्राप्त कीजिए, जैसा कि 
आकृति 6.20 (9) में दर्शाया गया है। आप देख सकते हैं कि ये रेखाएँ परस्पर प्रतिच्छेद नहीं 
करतीं। आप दोनों रेखाओं 70 और ९9 के विभिन्न बिंदुओं पर उभयनिष्ठ लम्ब खींच कर 
और उनको लम्बाइयाँ माप कर देख सकते हैं कि ये लंबाइयाँ प्रत्येक स्थान पर बराबर हैं। 
अतः आप निष्कर्ष निकाल सकते हैं कि ये रेखाएँ समांतर हैं। अर्थात्‌ संगत कोण अभिगृहीत 
का विलोम भी सत्य है। इस प्रकार, हम निम्न अभिगृहीत प्राप्त करते हैं : 


अभिगूहीत 6.4 : यदि एक तिर्यक रेखा दो रेखाओं को इस प्रकार प्रतिच्छेद करे कि संगत 
कोणो का एक युग्म बराबर है, तो दोनों रेखाएँ परस्पर समातर होती हैं। 
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कया हम एक तिर्यक रेखा द्वारा दो समांतर रेखाओं को 
प्रतिच्छेद करने से बने एकांतर अंतः कोणों के बीच कोई 
संबंध ज्ञात करने के लिए संगत कोण अभिगृहीत का 
प्रयोग कर सकते हैं? आकृति 6.2 में, तिर्यक रेखा PS 
समांतर रेखाओं 48 और ८D को क्रमशः बिंदुओं 0 और 
र पर प्रतिच्छेद करती है। 


क्या / BQR = 2 QRC और ८ AQR = 2 QRD हैं? 





आप जानते हैं कि ८ PQA = / QRC (]) आकृति 6.2] 
(संगत कोण अभिगृहीत) 
क्या ८ PQ = 2 ४80४ है? हाँ! (क्यों?) (2) 
इसलिए (।) और (2) से, हम निष्कर्ष निकाल सकते हैं कि 
2 BQR = Z QRC 
इसी प्रकार, ZAQR= Z QRD 
उपरोक्त परिणाम को एक प्रमेय (१९०७०) के रूप में निम्न प्रकार से लिखा जा सकता हैः 


प्रमेय 6.2 : यदि एक तिर्यक रेखा दो समातर रेखाओं को प्रतिच्छेद करे, तो एकातर अत: कोणों 
का प्रत्येक युग्म बराबर होता है। 


अब, संगत कोण अभिगृहीत के विलोम का प्रयोग करके क्या हम एकांतर अंतः कोणों के 
एक युग्म के बराबर होने पर दोनों रेखाओं को समांतर दर्शा सकते हैं? आकृति 6.22 में, 
तिर्यक रेखा ए$ रेखाओं 48 और ८D को क्रमशः बिंदुओं ९ और ९ पर इस प्रकार प्रतिच्छेद 
करती है कि / 807 = ८ 070 है। 


क्या AB ॥ CD है? 
Z BQR= Z PQA (क्यों?) 6) 

परन्तु, /BQ९= / Q९८ (दिया है) (2) 

अतः, () और (2) से आप निष्कर्ष निकाल सकते हैं कि 
/PQA= / QRC 

परन्तु ये संगत कोण हैं। 

अतः, 8 ॥ ८ है। (संगत कोण अभिगृहीत का विलोम) आकृति 6.22 
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इस कथन को एक प्रमेय के रूप में निम्न प्रकार व्यक्त किया जा सकता हैः 


प्रमेय 6.3: यदि एक तिर्यक रेखा दो रेखाओं को इस प्रकार प्रतिच्छेद करे कि एकातर अत: 
कोणो का एक युग्म बराबर है, तो दोनों रेखाएँ परस्पर समातर होती हैं। 

इसी प्रकार, आप तिर्यक रेखा के एक ही ओर के अंतः कोणों से संबंधित निम्नलिखित 
दो प्रमेय प्राप्त कर सकते हैं: 


प्रमेय 6.4 : यदि एक तिर्यक रेखा दो समातर रेखाओं को प्रतिच्छेद करे, तो तिर्यक रेखा के 
एक ही ओर के अतः कोणों का प्रत्येक युग्म सपूरक होता है। 


प्रमेय 6.5 : यदि एक तिर्यक रेखा दो रेखाओं को इस प्रकार प्रतिच्छेद करे कि तिर्यक रेखा 
के एक ही आर के अत: कोणो का एक युग्म सपूरक है, तो दोनों रेखाएँ परस्पर समातिर होती 
है 

आपको याद होगा कि इन सभी अभिगृहीतों और प्रमेयों की जाँच पिछली कक्षाओं में आप 
कुछ क्रियाकलापों के द्वारा कर चुके हैं। आप इन क्रियाकलापों को यहाँ दोहरा सकते हैं। 


6.6 एक ही रेखा के समांतर रेखाएं 


यदि दो रेखाएँ एक ही रेखा के समांतर हों, तो क्या वे 
परस्पर समांतर होंगी? आइए इसकी जाँच करें। 
आकृति 6.23 को देखिए, जिसमें # ॥ 7 है और #॥/ है। 
आइए रेखाओं ॥ # और # के लिए एक तिर्यक रेखा 
/ खींचें। यह दिया है कि #॥ है और #॥ । है। 


अतः, /।= ८2 और / = ८ 3 है। 
(संगत कोण अभिगृहीत) 


इसलिए, ८2= 23 (क्यों?) 
परन्तु ८ 2 और ८ 3 संगत कोण हैं और बराबर हैं। 
अतः, आप कह सकते हैं कि 
m ln (संगत कोण अभिगृहीत का विलोम) 
इस परिणाम को एक प्रमेय के रूप में निम्न प्रकार व्यक्त किया जा सकता हैः 





आकृति 6.23 


प्रमेय 6.6 : वे रेखाएँ जो एक ही रेखा के समातर हों, परस्पर समातर होती हैं। 
टिप्पणी : उपरोक्त गुण को दो से अधिक रेखाओं के लिए भी लागू किया जा सकता है। 
आइए अब समांतर रेखाओं से संबंधित कुछ प्रश्‍न हल करें; 
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उदाहरण 4 : आकृति 6.24 में, यदि 70 ॥ ९5, / (४50० = ।35° और / MYR = 40° है, तो 
८ XM ज्ञात कौजिए। 
P त Q 


35 


40° 
R 6 S 





आकृति 6.24 आकृति 6.25 


हल : यहाँ हमें # से होकर, रेखा 70 के समांतर एक रेखा 4B खींचने की आवश्यकता है, 
जैसा कि आकृति 6.25 में दिखाया गया है। अब, 4B ॥ 70 और 70 ॥ 25 है। 


अतः, AB ॥ 7२५ है। (क्यों?) 
अब, ZQXM+ 2 XMB = I80° 
(AB ॥ PQ, तिर्यक रेखा %॥ के एक ही ओर के अंत: कोण) 

परन्तु, 2 QXM = ।35° है। इसलिए, 

I35° + / XMB = I80° 
अतः, 2 XMB = 45° (I) 
अब, Z BMY = Z MYR (AB ॥ R$, एकांतर कोण) 
अतः, 2 BMY = 40° (2) 


(।) और (2) को जोड़ने पर, आपको प्राप्त होगा : 
८ XMB + BMY = 45° + 40° 
अर्थात, < XMY = 85° 


उदाहरण 5 : यदि एक तिर्यक रेखा दो रेखाओं को इस प्रकार प्रतिच्छेद करे कि संगत कोणों 
के एक युग्म के समद्विभाजक परस्पर समांतर हों, तो सिद्ध कीजिए कि दोनों रेखाएँ भी परस्पर 
समांतर होती हैं। 
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हल : आकृति 6.26 में, एक तिर्यक रेखा 4D दो रेखाओं 706 और ९५ को क्रमशः बिंदुओं 8 
और ८ पर प्रतिच्छेद करती है। किरण 8४, ८ 480 की समट्विभाजक है और किरण 06, 
८ BC की समद्विभाजक है तथा B६॥ ८6 है। 


हमें सिद्ध करना है कि P()॥ ए७ है। 
यह दिया है कि किरण 8४, ८ 480 की समट्विभाजक है। 


J 
अतः, ZABE= 7 £ ABQ (I) 


इसी प्रकार किरण C6, ८ C5 की समद्विभाजक है। 


J 
अतः, Z BCG = 7 < BCS (2) 





परन्तु, 85 ॥ ९6 है और 4D एक तिर्यक रेखा है। 
अतः, < ABE= Z BCG आकृति 6.26 
(संगत कोण अभिगृहीत) (3) 

(3) में, () और (2) को प्रतिस्थापित करने पर, आपको प्राप्त होगा: 

i ABQ = 4 BCS 

2 2 
अर्थात्‌, Z ABQ = Z BCS 
परन्तु, ये तिर्यक रेखा 40 द्वारा रेखाओं 70 और 25 के साथ बनाए गए संगत कोण हैं और 
ये बराबर हैं। 
अतः, PQ ॥ RS 

(संगत कोण अभिगृहीत का विलोम) 
उदाहरण 6: आकृति 6.27 में, 8 ॥ 00 और CD ॥ ६F है। 


साथ ही,६^ । «४ है। यदि / BEF = 55° है, तो ४, » और 
ट के मान ज्ञात कीजिए। 


हल : »+557- I80° (CD ॥ EF, तिर्यक 
रेखा ६? के एक ही ओर के अंतः कोण) आकृति 6.27 
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अतः, + = 80? - 55° = 25° 
पुनः, x=y (AB ॥ CD, संगत कोण अभिगृहीत) 
इसलिए, x = I25° 


अब चूँकि 4B ॥ C0 और ८D ॥ F है, इसलिए ७8 ॥ EF है। 
अतः, ~ EAB+/ FEA = I80° 
(तिर्यक रेखा 8७ के एक ही ओर के अंतः कोण) 
इसलिए, 90° + 2+ 55° = 80° 
जिससे, ८= 35° प्राप्त होता है। 


प्रश्नावली 6.2 


. आकृति 6.28 में, » और » के मान ज्ञात कीजिए और 
फिर दर्शाइए कि 4B ॥ 009 है। 





FR 30° 


आकृति 6.28 


2. आकृति 6.29 में, यदि AB ॥ 00), CD ॥ ६९ और 
५:८=3:7है,तो+का मान ज्ञात कोजिए। 





आकृति 6.29 
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आकृति 6.30 में, यदि ७8 ॥ CD, EF । ८0 और 
/ GED - 26" है, तो / AGE, Z GEF और Z FGE 
ज्ञात कीजिए। 


आकृति 6.3में, यदि ?Q ॥ ST, ८ PQR = ।।0° और 
2 RST =30° है, तो ८ ९९५ ज्ञात कीजिए। 


[संकेत : बिंदु र से होकर $7 के समांतर एक रेखा 
खींचिए।] 


आकृति 6.32 में, यदि 48 ॥ CD, ८ ७०0 = 50° और 
/ PRD = !27° है, तो + और » ज्ञात कीजिए। 


आकृति 6.33 में, ०0 और 7२५ दो दर्पण हैं जो एक दूसरे 
के समांतर रखे गए हैं। एक आपतन किरण (incident 
789) AB, दर्पण 70 से 8 पर टकराती है और परावर्तित 
किरण (reflected ray) पथ BC पर चलकर दर्पण RS 
सेट पर टकराती है तथा पुनः ८D के अनुदिश परावर्तित 
हो जाती है। सिद्ध कीजिए कि ७8 ॥ 09 है। 


6.7 त्रिभुज का कोण योग गुण 


पिछली कक्षाओं में आप क्रियाकलापों द्वारा यह सीख चुके हैं कि एक त्रिभुज के सभी कोणों 
का योग ।80° होता है। हम इस कथन को समांतर रेखाओं से संबंधित अभिगृहीतों और प्रमेयों 
का प्रयोग करके सिद्ध कर सकते हैं। 
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क्रा G F B 
C E D 
आकृति 6.30 
5 T 
“I/O छूटे 
2 I30° 
0° 
R 
आकृति \6.3 
A P B 
NE 
Ix 
cQ RD 
आकृति 6.32 
P B 
Ea A AE 
D 
A 
R C S 
आकृति 6.33 
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प्रमेय 6.7 : किसी त्रिभुज के कोणों का योग 80" होता है। P 


उपपत्ति : आइए देखें कि हमें उपरोक्त कथन में 
क्या दिया है, अर्थात्‌ हमारी परकिल्पना (h४०h९ऽ।$) 
क्या है और हमें क्या सिद्ध करना है। हमें एक 
त्रिभुज QR दिया है तथा ८ ।, ८ 2 और ८ 3 इस 


त्रिभुज के कोण हैं (देखिए आकृति 6.34)। Q R 
आकृति 6.34 
हमें, /।+/८2+/3= ।80° सिद्ध करना है। आइए. x ए Y 
न छः > 
भुजा ९९ के समांतर उसके सम्मुख शीर्ष ? से होकर 4 5 


एक रेखा हएर खींचें, जेसा कि आकृति 6.35 में 
दर्शाया गया है। इससे हम समांतर रेखाओं से संबंधित 
गुणों का प्रयोग कर सकते हैं। 


अब, %P४ एक रेखा हे। 


Q R 

अतः, Z4+ZI+25=I80°l” (]) आकृति 6.35 
परन्तु ?४ ॥ 0९ तथा PQ और PR तिर्यक रेखाएँ 
हैं। 
इसलिए, 245८-22 और “5-23 

(एकांतर कोणों के युग्म) 
24 और » 5 के ये मान (]) में, रखने पर AN 
हमें प्राप्त होता हैः 

० Q R ५ 
22+2l+2%6 80 

अर्थात्‌, /+८2+ ८3 = ।80° है। आकृति 6.36 


याद कीजिए कि आपने पिछली कक्षाओं में, एक त्रिभुज के बहिष्कोणों (०४४९7०7 ३१६९5) के 
बारे में अध्ययन किया था (देखिए आकृति 6.36)। भुजा 07 को बिंदु $ तक बढ़ाया गया 
है। ८ PR त्रिभुज 707? का एक बहिष्कोण (९४६९४० 2०४९) है। 

क्या /3+ 4 =।80° है? (क्यों?) (I) 
साथ ही, यह भी देखिए कि /।+ ८2+ ८3 = ।80° है। (क्यों?) (2) 
(]) और (2) से, आप देख सकते हैं कि 2 4-./ ] + ८ 2 है। 
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इस परिणाम को एक प्रमेय के रूप में निम्न प्रकार व्यक्त किया जा सकता हैः 

प्रमेय 6.8 : यदि एक त्रिभुज की एक भुजा बढ़ाई जाए, तो इस प्रकार बना बहिष्कोण दोनों 
अतः अभिमुख (विपरीत) कोणो (/teri०r ०१०४० ७॥४।९५) के योग के बराबर होता है। 


उपरोक्त प्रमेय से यह स्पष्ट है कि किसी त्रिभुज का एक बहिष्कोण अपने दोनों अत; 
अभिमुख कोणों में से प्रत्येक से बड़ा होता है। 


आइए इन प्रमेयों का प्रयोग करके कुछ उदाहरण हल करें। 
उदाहरणा 7 : आकृति 6.37 मे, यदि QT । PR, 


2 TQR = 40° और ८ SPR = 30° है, तो + और » ज्ञात 
कोजिए। 


हल : ATR में, 90° + 40° + ~ = ]80° 
(त्रिभुज का कोण योग गुण) 





अतः, x = 50° 
अब, += /SPR+% (प्रमेय 6.8) 

अतः, y = 30° + 50° = 80° आकृति 6.37 
उदाहरण 8 : आकृति 6.38 में, ^AABC को ` भुजाओं A 


AB और AC को क्रमशः व और तक बढ़ाया गया है। 
यदि ८ CB और ८ 809 के समद्विभाजक क्रमशः: 80 
और 0 बिंदु 0 पर मिलते हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 


] 
Z BOC =90°- 7 “880 है। 


हल : किरण 80 कोण CB की समद्विभाजक है। 





] 
अतः, 4 CBO = 7 4 CBE 
L ० 
= 7 (8607-39) आकृति 6.38 


3 ४० 
7907-52 (0 
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इसी प्रकार, किरण (0 कोण 807) की समद्विभाजक है। 


अतः, Z BCO = 7 ~ BCD 


l ट्‌ 
= 7 (807-20)590"- > 
A BOC में, Z BOC + Z BCO + 2 CBO = I80° है। 
() और (2) को (3) में रखने पर, आपको प्राप्त होगा : 


/ BOC + 90° - ठ + 90° _ = I80° 
इसलिए, 206s >> क 5 
27% 
] 
या, Z BOC = ) +2) 
परन्तु, x+y IB0 
अतः, vJ+Z= I80°-x 


इससे (4) निम्न हो जाता है : 
I 
< BOC = 7 (80° - ४) 


xX 


= 90°- = 


> 


I29 


(2) 
(3) 


(4) 
(त्रिभुज का कोण योग गुण) 


= 90° - 7 Z BAC 


प्रश्‍नावली 6.3 
।. आकृति 6.39 में, ७ P९९ की भुजाओं ९९ और ९९ को 
क्रमशः बिंदुओं $ और 7 तक बढ़ाया गया है। यदि 
2 SPR - 35०" है और PQ =।0° है, तो /PRQ 
ज्ञात कीजिए। 
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2. आकृति 6.40 में, ८% = 62° और ८ ४7 = 54° है। यदि 


x 
४0 और 70 क्रमशः 4 ४7 के ८ X४2 और 
८ X2४ के समद्विभाजक हैं, तो ८ 02४ और 
० 
८ ४07 ज्ञात कौजिए। हर हा 
yA प्र 


आकृति 6.40 


3. आकृति 6.4]में, यदि ७8 ॥ DE, ./ BAC = 35° और 
2078-53 है, तो ८ DCF ज्ञात कीजिए। 


A B 


इडः 





4. आकृति 6.42 में, यदि रेखाएँ ९0 और 9 बिंदु 7 पर इस 
प्रकार प्रतिच्छेद करती हैं कि /PRT=40°, RPT 
= 95° और ८ $0 =75° है, तो ८ $07 ज्ञात कीजिए। 






$ 
मु ह न 
आकृति 6.42 % 
5. आकृति 6.43 में, यदि PQ । 75, 70 ॥ SR, ? Q 
2 SQR = 28° और ८ QT = 65° है, तो « और के ९/ 
मान ज्ञात कीजिए। 
ke a 
S R TF 
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6. 


आकृति 6.44 में, ^ PQR की भुजा 07 को बिंदु $ तक bd ब 
बढ़ाया गया है। यदि / 0२ और ८ P29 के समद्विभाजक 
बिंदु पर मिलते हैं, तो सिद्ध कीजिए कि ८ QTR = 
] 
उ 2QPR है। Q R 5 
आकृति 6.44 


6.8 सारांश 


इस अध्याय में, आपने निम्न बिंदुओं का अध्ययन किया हैः 


l. 


यदि एक किरण एक रेखा पर खड़ी हो, तो इस प्रकार बने दोनों आसन्न कोणों का योग 80° 
होता है और विलोमतः यदि दो आसन्न कोणों का योग 80° है, तो उनकी अउभयनिष्ठ भुजाएँ 
एक रेखा बनाती हैं। इन गुणों को मिलाकर रैखिक युग्म अभिगृहीत कहते हैं। 


यदि दो रेखाएँ परस्पर प्रतिच्छेद करें, तो शीर्षाभिमुख कोण बराबर होते हैं। 

यदि एक तिर्यक रेखा दो समांतर रेखाओं को प्रतिच्छेद करे, तो 

6) संगत कोणों का प्रत्येक युग्म बराबर होता है। 

() एकांतर अंतः कोणों का प्रत्येक युग्म बराबर होता है। 

() तिर्यक रेखा के एक ही ओर के अंतः कोणों का प्रत्येक युग्म संपूरक होता है। 
यदि एक तिर्यक रेखा दो रेखाओं को इस प्रकार प्रतिच्छेद करे कि या तो 

6) संगत कोणों का कोई एक युग्म बराबर हो या 

(9) एकांतर अंतः कोणों का कोई एक युग्म बराबर हो या 


(0) तिर्यक रेखा के एक ही ओर के अंतः कोणों का कोई एक युग्म संपूरक हो, 
तो ये दोनों रेखाएँ समांतर होती है। 


वे रेखाएँ जो एक ही रेखा के समांतर होती हें परस्पर समांतर होती हैं। 
एक त्रिभुज के तीनों कोणों का योग ।80° होता है। 


यदि किसी त्रिभुज को एक भुजा को बढाया जाए, तो इस प्रकार बना बहिष्कोण अपने दोनों 
अंतः अभिमुख कोणों के योग के बराबर होता है। 
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